PRESENTACION DE LAS CARTILLAS

Estas cartillas abordan diversos topicos matematicos, generalmente incluidos
en el plan de estudios de la Licenciatura. Consisten en definiciones y en una
serie de enunciados enumerados consecutivamente que se agrupan en seccio-
nes encabezadas por una frase descriptiva. Cada enunciado es consecuencia
mas o menos inmediata de las definiciones y enunciados anteriores. Los bre-
ves razonamientos, casi siempre explicados detalladamente, requieren mini-
mo esfuerzo y nunca exigen argumentacion extensa. No intenté proporcionar
problemas dificiles, ni siquiera ejercicios. Simplemente expongo resultados
bien conocidos de una manera que me ha parecido didéctica y accesible a
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas.

El estilo es clasico, original de Euclides, quien nunca abandona al lector los
aspectos dificiles de la exposicion. Espero que la lejana imitacién estilistica
que hago resulte aceptable y 1til.

Para comprender Matematicas nada hay mejor que las motivaciones heuristi-
cas, las explicaciones y los ejemplos obtenidos directamente de boca de un
instructor voluntarioso con experiencia en la materia. Las cartillas son su-
cedédneos que nunca le reemplazaran.
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1. PRELIMINARES

En esta cartilla se estudiara la equivalencia entre el axioma de eleccion y el
lema de Zorn. Recordemos los respectivos enunciados:

Axioma de eleccion: Para cada coleccién indiciada de conjuntos no vacios
existe al menos una funcién que a cada indice asigna un elemento del corres-
pondiente miembro de la coleccion.

Lema de Zorn: Sien un conjunto preordenado toda cadena tiene cota superior
entonces hay en el conjunto al menos un elemento maximal.

Se trata de un tema centenario y muy manido. La cartilla apuesta a que atin
queda espacio para presentarlo con algunas mejoras que faciliten su asimila-
cién.

La equivalencia entre el axioma de eleccién y el lema de Zorn es un re-
quisito indispensable para desarrollar las partes mas ttiles de la teoria de
conjuntos. Al igual que otros tépicos que fundamentan areas extensas de las
Matematicas, los planteamientos deben tener la mayor amplitud posible. Asi,
no se imponen restricciones a la cardinalidad de los conjuntos y salvo algunos
ejemplos ilustrativos pero totalmente prescindibles en el desarrollo tedrico,
tampoco se utilizan los nimeros naturales.

Los ejemplos obedecen al siguiente criterio: El estudioso que desea compren-
der el origen de las definiciones, construcciones y razonamientos debe co-
nocer casos concretos que ilustren acertadamente la teoria. Por tal motivo
he intercalado en texto pequeiio comentarios y ejemplos que, aunque no son
estrictamente necesarios o corresponden a tépicos logicamente posteriores,
se justifican por su valor diddctico. Ademas, donde se puede facilitar asi la
lectura, he repetido pequenos trozos previamente explicados.

Suponemos que el lector, tal vez alumno del curso de Topologia General, ya
esta familiarizado con los aspectos basicos de la teoria elemental de conjuntos,
incluyendo las operaciones de unién e intersecciéon de familias arbitrarias,
relaciones de orden y funciones.
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2. PREORDEN, ORDEN Y CADENAS

Repasemos algunas definiciones basicas. Sea X un conjunto. Denotamos por
P(X) la coleccién de los subconjuntos de X

P(X) = {A]AC X}

Un preorden en X es una relacion en X, denotémosla <, que es reflexiva y

transitiva
Ve, <z
Ve,y,z, <y ny<z = z<z

Cuando z < y diremos que x precede a y y que y sigue a = (en el preorden
dado).
Un orden, sinénimo de orden parcial, es un preorden que ademés es anti-
simétrico

TSYAysz = T=Y

Por ventaja de lenguaje también llamaremos preorden a un conjunto preor-
denado, y llamaremos orden a un conjunto ordenado. Asi, frecuentemente
diremos ‘X es un preorden’ en lugar de ‘X es un conjunto con una rela-
cién de preorden’; y diremos también ‘X es un orden’ en lugar de ‘X es un
conjunto con una relacién de orden’.

Sea A un subconjunto del preorden X. El elemento u € X es cota superior
de A, y A es acotado superiormente (por u), si u sigue a todos los elementos
de A

Vace A a<u

Denotaremos por U(A) el conjunto de las cotas superiores de A. Obviamente
este conjunto es no vacio si y solo si A es acotado

U(A)#0 < A esacotado

Un elemento m del preorden X es mazximal si todo elemento de X que lo
sigue también lo precede

m<z = z<m

Cuando el preorden es antisimétrico, es decir, cuando se trata de un orden,
un elemento es maximal si no lo sigue ningiin elemento distinto de si mismo

m<xr = m==

Las partes de un conjunto son ejemplo primordial de conjunto ordenado; la
relacion de contencién, A C B, es reflexiva, simétrica y transitiva, luego
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1.- La contencién entre subconjuntos define en P(X) una relaciéon de orden.

Los tres ejemplos siguientes ilustran adicionalmente los conceptos introducidos.

1.- Sea X un conjunto y defina en P(X) la siguiente relacién: A estd contenido en B salvo
partes finitas, denotado A < B, si existen conjuntos finitos F, G tales que AUF C BUG.
Se obtiene un preorden que no es antisimétrico (X —F < Xy X < X —F pero X —F # X))
y por lo tanto no es un orden.

2.- Sea D? el disco cerrado de centro el origen y radio 1, D? = {(z,y) € R? | 2% +y? < 1};
S1 la circunferencia con igual centro y radio, S* = {(z,y) € R? | 2% 4+ y? = 1}. Dos puntos
distintos a # b € D? determinan un tinico segmento rectilineo de extremos a y b:

Sla,b] = {a+t(b—a)|0 <t <1} C D?
Considere la coleccién X formada por estos segmentos
X ={S[a,b]|a € D*,b € D? a # b} C P(D?)

Si se ordena X por inclusion entonces se tiene un orden en el cual los elementos maximales
son las cuerdas, esto es, los segmentos S|a,b] con extremos en la circunferencia, a,b € S*
(no hay segmentos que contengan una cuerda como subconjunto propio). Hay infinitos
elementos maximales y la antisimetria implica que dos elementos maximales comparables
tienen que ser iguales.

3.- Sean D?, S', X los conjuntos del ejemplo anterior y defina X como la coleccién de los
conjuntos que son diferencia entre un segmento y un conjunto finito, es decir, A € X si
existen un segmento S[a,b] € X y un conjunto finito ' C D? tales que

A= Sla,b| - F

Si se preordena X mediante contencién salvo partes finitas (ejemplo 1) los elementos
maximales M son diferencias entre cuerdas S[a, b], (a,b € S') y conjuntos finitos F' C D?

M = S[a,b]— F

Hay, para cada par fijo a,b € S!, infinitos elementos maximales S[a, b] — F' que se obtienen
variando F'y que a pesar de que se siguen mutuamente el uno al otro

Sla,b] — F < S[a,b] — G Sla,b] — G < Sla,b] — F

son distintos entre si

Sla,b] — F # S[a,b] — G

Este ejemplo se presta a ser graficado; es conveniente reflexionar detenidamente sobre él
va que ilustra la existencia y comportamiento de elementos maximales en un preorden sin

antisimetria.

Una cadena en el preorden X es un subconjunto C' C X sobre el cual el
preorden es total: ¢, € C = (¢ <V <e).

Denotamos por X¢, o por (X, <) si se quiere ser detallista, la coleccién de
todas las cadenas contenidas en X

Xe=(X,<)e={C|C C Xy C es cadena}

Observe que C' C X (equivalente a C € P(X)) y Xc C P(X).
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2.- Todo subconjunto con un tnico elemento es una cadena

ceX = {c} € X¢c

Las cotas superiores permiten ampliar las cadenas:

3.- Si a una cadena se anade una cota superior resulta una cadena

CeXe n s,€UC) = CU{s,} € Xc

En efecto, la cota superior es comparable con todos los miembros de la ca-
dena, luego C'U {s,} también es cadena.

El siguiente ejemplo puede resultar 1til a lectores familiarizados con el Algebra Lineal.
Sea E un espacio vectorial de dimension finita, dim £ = n, y considere el conjunto Ey,
formado por sus subespacios vectoriales

Ey = {S| S es un subespacio vectorial de E'}

de modo que Ey C P(E). El orden en el conjunto de los subespacios, igual que en P(E),
es la contencién (dos elementos S, S’ € Ey tienen supremo SV S’ = S + 5’ e infimo
S A 8"=5N5" de manera que Ey es un reticulado).

Por definicién una bandera es una cadena B en Ey,, esto es, B es un subconjunto de B
totalmente ordenado por inclusion. Siempre podemos escribir

B:{SO,...,Sk}

con

siendo S; € By y k < n.

Matematicamente la etimologia es geométrica: En el caso tridimensional hay banderas
que constan de un punto Sy con dim Sy = 0 (el pie), una recta S; con dim S; = 1 la cual
contiene al punto (el asta) y un plano Sy con dimS; = 2 el cual contiene a la recta (el
pabell6n).

La union de una bandera es el mayor de sus subespacios

UB=U{So....%} ={v|3j veS;}=5
y la interseccién es el menor
(B =[S0, S} ={v|Vj veS;}=5
Una bandera es un subconjunto de Ey
B C Ey CPE)
y por lo tanto es un elemento de P(Ey ) que a su vez es subconjunto de P(P(E))

B e P(Ev) C P(P(E))
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Por consiguiente el conjunto formado por todas las banderas, denotado Eg, es un subcon-
junto de P(Ey)

Ep = {B| B es bandera en E} C P(Ey) C P(P(E))

El conjunto de las banderas esta ordenado por inclusion de manera que si B = {Sy, ..., S;}
y B = {5),...,5}/} entonces B C B’ significa que para todo j, 0 < j < k, existe j’,
0<j <K, tal que S; =5} € B".

Una cadena de banderas es un conjunto B (necesariamente finito puesto que dim E = n)
totalmente ordenado por inclusion cuyos elementos son banderas:

B ={By,...,B,}

siendo B C...C B, € Egpy

By {S00s - -+ Soke }

¢ = 1540, Sqr,}

La unidn y la interseccién de la cadena B son banderas

B

UB={S|3iSeB)eEg
ﬂBZ{S|VZSEBZ}EEB

3. SELECTORES

Sea X un conjunto. En esta seccién y hasta la seccion 7 inclusive la discusion
gira en torno al orden P(X) y su relacién de inclusion; no es necesario suponer
que X posee un preorden.

Una funcion selectora o selector en X es una funcién s cuyo dominio es una
familia no vacia de subconjuntos de X y cuyo rango es el mismo conjunto
X, es decir,

s:8—X

siendo 0 # 8§ C P(X).

Dado un S C X que satisfaga S € 8, el elemento s(5) € X es el seleccionado
por s para S € §. El sucesor del conjunto S es por definicién el conjunto ob-
tenido uniéndolo con su seleccionado, es decir, el sucesor de S € 8, denotado
STt es

St =SuU{s(S)}

Por ahora no imponemos la importante condicién
Ses = Stes

Esta propiedad define a las familias inductivas y se estudiara a partir de la
seccion 4.
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La funcion sucesor asociada al selector s es la funcion o : § — P(X) definida
mediante

o(S) = S* = SU{s(S)}

Por construccién siempre se cumple
Scst

y, en caso de cumplirse la condicion ST € 8, se puede aplicar otra vez la
funcién sucesor obteniéndose STt = o(ST) = o(0(ST)) y tenemos una con-
tencion adicional

S g S+ g S++

Un conjunto es estacionario si es igual a su sucesor, es decir, S € 8§ es
estacionario (respecto al selector s) si ST = S, lo cual equivale a que el
seleccionado por s para S sea un elemento del mismo conjunto, s(S) € S, y
también equivale a que S sea un punto fijo de la funcién sucesor o, o(S) = S.

Cuando el conjunto S no es estacionario entonces esta estrictamente conte-
nido en su sucesor, S ;Ct ST, el cual tiene en este caso exactamente un punto
més que el conjunto: ST — .5 = {s(9)}.

El selector hace ‘crecer’ a S anadiéndole a lo sumo un punto: no hay crecimiento (S es
estacionario) o bien el crecimiento es lo mas pequenio posible (se anade a S solamente un

punto). Cuando no hay conjuntos estacionarios todos los conjuntos S € 8 crecen.

Para ilustrar la existencia de selectores s : § — X y de conjuntos estaciona-
rios aplicamos el axioma de eleccion.

4.- Bajo la hipotesis del axioma de elecciéon: Si todos los miembros de una
familia § son no vacios entonces hay selectores s : § — X para los cuales
todos los miembros de 8§ son estacionarios:

vses, St=S

En efecto, la familia indiciada {S}ses estd, segin el supuesto, formada por
conjuntos no vacios y el axioma de eleccién garantiza entonces la existencia
de s.

Anélogamente,

5.- Supongamos cierto el axioma de eleccion. Si todos los miembros de una
familia & son distintos de X entonces existen selectores s : § — X para los
cuales ningtin miembro de 8 es estacionario: VS € 8, S ;Ct St.

La prueba consiste en aplicar el axioma de eleccién a la familia indiciada
{X — S}ses la cual esta formada, de acuerdo a la hipétesis, por conjuntos no
vacios.
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Para un selector cualquiera s hay en general algunos conjuntos que son esta-
cionarios y otros que no lo son.

Dada una familia {X; };c; de partes de X considere la familia {X };c; indiciada por I con
todos sus miembros iguales a X. Hay tantos selectores como elementos en el producto

[Lier X
El término selector aparece en la literatura matemaética unas veces como sinénimo de
funcién de eleccién y otras designando algun tipo especial de dichas funciones; aqui lo

utilizamos de la dltima manera.

4. INDUCCION GENERALIZADA

Suponga que X es un conjunto, 8 C P(X) y s : 8§ — X es un selector.
Considere colecciones sobre las cuales el selector esta definido, es decir, co-
lecciones J C 8. Por definicion J es s-inductiva, o mas brevemente y sin riesgo
de confusion, inductiva, si contiene los sucesores de todos sus miembros

VSed Sted

Esto equivale a que la funcién sucesor restringida a J tome valores en la
misma familia J

g|9:9-9C8CPX)

Denotaremos por 8 el conjunto de las colecciones s-inductivas contenidas en
el dominio de s.
S8y ={J C §|J es s-inductiva}

Nétese que 85 C P(P(X)).

Para las familias inductivas hay toda una serie de contenciones
SCa(S)Ca(a(8) -
que también se expresan como

Sg5+g5++c...

Una consecuencia inmediata de la definicién es

6.- La intersecciéon de familias inductivas es una familia inductiva

Viel, 5,€81) = (1% ={S|ViSeT}ess

el

Resulta asi el siguiente principio de inducciéon generalizado:
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7.- Si una colecciéon A de conjuntos esta contenida en alguna familia induc-
tiva Jy entonces estd contenida en una familia inductiva J[A] que es la menor
de todas, esto es, si para algiun Jy € S8y se cumple A C Jy entonces

3I[A] €815 (ACTES; = IA]CI)

La familia inductiva J[A] es la interseccién de las familias inductivas que
contienen a A

JA =({T€81|ACT}={S|VIe8;2ACT, SeT}

y se denomina familia inductiva generada por A. La hipdtesis de existencia
rantiza qu inter un i6n no vacia.

de Jy garantiza que se intersecta una coleccién no vacia

1.- Si existe Jp y si la familia generadora tiene un unico miembro, A = {A}, la familia

inductiva generada J[A] debe contener tanto a A como a su sucesor, o(A), al sucesor del

sucesor, o(c(A)), ete.
{A,0(A),0(c(A)),...} CIA]

En ausencia de conjuntos estacionarios los sucesores forman una coleccién infinita; por el
contrario, si alguno es estacionario, la coleccion es finita.

2.- Hay similitud con los axiomas de Peano, que utilizando la nocién de sucesor n* de
un numero natural n, construyen cada uno como consecuente del anterior. Recordemos
algunos detalles.

La construccién usual consiste en definir 0 =), 1 =0U {0}, 2 =1U {1} y en general una
vez definido n entonces n™ =n U {n}.

Esto implica que todo numero natural es subconjunto de N
VneN, nCN

(prueba: ) C N; sea n € N y supongamos n C N, entonces {n} CNynt =nU{n} CN).
Por consiguiente para los nimeros naturales se cumple, ademés de N € P(N), la muy
particular relacion
N C P(N)

Sea entonces § = N C P(N) y s : § — N definida como s(n) = n. El sucesor de n
es s(n) = nU{n} = n+ 1. No hay en S conjuntos estacionarios pero si se amplia 8
anadiéndole N y se extiende s a § : § = § U {N} — N entonces 3(N) € N y por lo tanto
N € § necesariamente ser4 S-estacionario, lo cual es premonicién de 25.

5. MALLAS

Sea X un conjunto, P(X) la familia de sus subconjuntos con el orden defi-
nido por la contenciéon. Una malla o clase mondtona en X es una subfamilia
cerrada respecto a la union de cadenas. En detalle, sea

M C P(X)
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una familia de partes de X ordenada por contenciéon y
Mo = (M, S)c € P(P(X))

la coleccion de las cadenas contenidas en M, entonces M es una malla si la
unién de cualquier cadena € € M¢ estd en M:

CeMe = e=U{C|Cee}={z|3CecCozeC}eM

Dada una coleccién 8§ C P(X) denotaremos por Sps la familia de todas las
mallas contenidas en 8

Sapr = {M|M C 8 y M es una malla}

Por construccién Sy € P(P(X)).

Si M es una malla entonces la familia vacia estd contenida en M, ) C M, y
es una cadena cuya unién es el conjunto vacio

Ud=U{M|Med}=0
se sigue que
8.- El conjunto vacio es elemento de toda malla

DeM

En particular las mallas no son vacias. Pero puede ocurrir que tengan sola-
mente un miembro:

9.- La coleccién cuyo tinico miembro es el conjunto vacio, M = {(}, es una
malla

{0} € P(X)m
Toda coleccién finita que incluya el conjunto vacio es una malla
M={0,M,....M,} 8 = MeS8m
porque en este caso las cadenas € C M son finitas y su unién es uno de los miembros de
la cadena.

En el otro extremo, la familia de todas las partes es obviamente cerrada res-
pecto a uniones, en particular respecto a uniones de cadenas, luego tomando
8§ = P(X) tenemos
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10.- La coleccién P(X) de todas las partes de X es una malla
PX) e P(X)m

La malla P(X) formada por todas las partes, y la formada por el subconjunto
vacio, {0}, se llamarén malla mayor y malla menor respectivamente.

1.- En el caso de colecciones infinitas la unién de una cadena puede no pertenecer a la
coleccion, y por consiguiente no toda cadena es una malla, aunque a ella pertenezca el
conjunto vacio. Retomando el ejemplo 2 de la pagina 8, sea N el conjunto de los ntimeros
naturales y consideremos la clase § = N C P(N). Entonces la coleccién § (que estéd total-
mente ordenada por inclusién y es ella misma una cadena) es cerrada respecto a uniones
de cadenas finitas, pero la unién de una cadena que tenga infinitos miembros es N, que no
pertenece a §, y por lo tanto 8 no es una malla.

2.- Las mallas no son necesariamente cadenas, por ejemplo, la malla P(X) formada por
todas las partes de X es una cadena si y solo si X tiene a lo sumo un elemento. Esto
dice que cuando hay més de un elemento la malla formada por todas las partes es dema-
siado grande para que todo par de subconjuntos sea comparable. Este comentario debe

contrastarse con 17.

La definicion de malla implica inmediatamente que

11.- La interseccién de mallas es una malla

Viel, M;e8m) = [(\My={M|Viel, M eM}eSm

iel
En particular,

12.- Si una coleccién de conjuntos estéd contenida en alguna malla entonces
estd contenida en una malla que es la menor de todas, esto es, si para algin
Moy € 8pr se cumple A C M, entonces existe una tnica malla M[A] € Sy

para la cual
ACMeSy = MAICM

La malla M[A], denominada malla generada por A, se obtiene intersectando
los miembros de la familia, no vacia gracias a la existencia de M, de las
mallas que contienen a A

MA =VM[ACMe8m} ={M|VM>ACMEeSp, MeM}

En el mundo antiguo tuvo gran importancia el pesado tejido protector conocido como
malla o maille y utilizado para confeccionar la cota de malla. Fl tejido consiste en una red
metélica formada entrelazando numerosas cadenillas. Puesto que el término cota tiene un
significado bien establecido y es de amplio uso en Matematicas, hemos optado por el nom-
bre malla para las familias mondtonas. A nivel heuristico las cadenas pueden considerarse

como mallas muy estrechas.
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6. MALLAS INDUCTIVAS

Sea s : 8§ — X un selector. Una malla inductiva es una malla contenida en el
dominio del selector y que es también un conjunto inductivo. Asi, una colec-
ciéon N contenida en el dominio del selector, N C §, es una malla inductiva si
es cerrada respecto a la unién de cadenas y contiene los sucesores de todos
sus miembros. Denotaremos por Sn el conjunto de las mallas s-inductivas
contenidas en 8, por lo tanto

SN=38mN3;

siendo también el caso que Sy C P(P(X)). Segin esta notacién N es una
malla inductiva contenida en § si y solo si N € Sy

Por una parte, la inductividad de N garantiza que contiene a todos los sucesores de sus

miembros
CeN = CTeN, CTTeN,...

los cuales forman una cadena
C§C+QC++Q-~-

Por otra parte la condicién de ser malla hace que N contenga también la unién de esta
cadena

c.,=J{c.ct,ctt, ..} eN
Y entonces nuevamente por inductividad se tiene
C,eN = CreN, CIHeN,...
repitiéndose indefinidamente el proceso de considerar sucesores y fomar su unién.

La idea central en la prueba del Lema de Zorn es que dicha repeticiéon alcanza un limite y
entonces en la ‘secuencia de sucesores’ se llega eventualmente a un conjunto estacionario.
Pero la existencia de ese conjunto no es obvia y, como se vera, requiere una prueba donde

surgen sutilezas conceptuales y de razonamiento.

13.- Para cualquier selector s : P(X) — X la malla mayor es inductiva

P(X) € P(X)N

14.- Para cualquier selector s : § — X la malla menor no es inductiva

{0} ¢ Sn

Esto se debe a que, de acuerdo a las definiciones adoptadas, el sucesor del
conjunto vacio no es vacio, 07 = QU {s(0)} = {s(0)} # 0, y por lo tanto el
sucesor del vacio no pertenece a la malla menor, 0 ¢ {0}.

Las definiciones también implican
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15.- La interseccion de mallas inductivas es una malla inductiva
Viel, N;eSny = [\N;={N|Viel, NeN;} €8n
il
El resultado bésico sobre mallas inductivas, andlogo a 7 y 12, es de inmediata

demostracion:

16.- Si una coleccién de conjuntos esta contenida en alguna malla inductiva
entonces estd contenida en una unica malla inductiva que es la menor de
todas, esto es, si existe al menos una malla inductiva Ny € Sy para la
cual se cumple A C Ny entonces existe también una tnica malla inductiva
N[A] € S tal que

ACNeSNy = NAJCN

La malla inductiva N[A] es la interseccién de la familia de las mallas induc-
tivas que contienen a A

NA =({NJACNeSN} ={N|VN>ACNEeS8N, NeN}

y se denomina malla inductiva generada por A.

7. MINIMALIDAD

Supongamos que § contiene al menos una malla inductiva
AN € S§ N

De particular interés es la malla inductiva N[{()}] que se obtiene tomando A =
{0}. En virtud de 8 esta malla inductiva, que llamaremos malla inductiva
minimal, es la interseccion de todas las mallas inductivas contenidas en 8.

Ny = N N

NeSn

y por lo tanto esta contenida en todas las mallas inductivas de §.

La malla inductiva minimal contiene al conjunto vacio y (por ser inductiva) a sus sucesores
0 € N{0}], 07 € N[{0}], 07" e N[{0}], ...

y contiene también (por ser malla) la union de estos sucesores
0, = J{0,07,07F, ...} € N[{0}]

Se pasa entonces a (), 07T etc., y se repite continua mientras no aparezca un conjunto

estacionario. Compare con los comentarios en la pagina 11.

En el resto de esta seccion supondremos que la malla inductiva minimal
N[{0}] existe, para lo cual, insistimos, basta que exista una malla inductiva.

La siguiente proposicion es fundamental.
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17.- La malla inductiva minimal N[{(}] es una cadena.

En las cadenas todos los conjuntos son comparables entre si. Por lo tanto,
para estudiar cadenas contenidas en mallas usaremos el siguiente concepto.
Un conjunto 7" perteneciente a una malla M es totalmente comparable (dentro
de la malla) si todos los demds miembros de malla o bien lo contienen o estan
contenidos en él, esto es, para todo M € M se cumple

MCT VvVTCM
Para demostrar 17 basta entonces probar que
18.- Todos los miembros de la malla inductiva minimal N[{(}}] son total-

mente comparables (dentro de la malla inductiva minimal).

Sea T C N[{0}] la familia de los conjuntos totalmente comparables
T ={T € N[{0}] | T es totalmente comparable}

Para probar 18 basta con establecer que N[{0}] C T y puesto que N[{0}] es
inductiva minimal, es suficiente demostrar que

19.- La familia T de los conjuntos totalmente comparables es una malla
inductiva.

La prueba de esta proposicion consta de dos partes. Primeramente un resul-
tado preliminar:

20.- Si un miembro de la malla inductiva minimal es totalmente comparable
entonces los otros miembros o bien estan contenidos en ¢él o contienen a su
sucesor, esto es, si T € Ty N € N[{0}] entonces

NCT VvV TU{f(T)}CN (1)

La expresion (1) es la alternativa del sucesor.

En el caso de los nimeros naturales la alternativa del sucesor corresponde con el siguiente
enunciado: Si ¢ es un numero natural entonces para todo nimero natural n se cumple
n<tott <n.

Razonamos asi: Para cada uno de los conjuntos totalmente comparables Tj €
T consideremos la coleccién N,[Tp| formada por los miembros de la malla
inductiva minimal que satisfacen la alternativa del sucesor (1) con T' = Tj,
es decir

No[To) = {N e N[{0}] [N C Ty v ToU{f(Ty)} C N}

Puesto que N, [To] € N[{0}] y N[{0}] es minimal, basta demostrar que N, [Tj]
es una malla inductiva para establecer que N,[To] = N[{0}]; y siendo la
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demostracion valida para todo Ty quedara probado que la alternativa del
sucesor vale en general para todo T'. La validez general de la alternativa del
sucesor implica 22.

Verifiquemos que N, [Tp] es efectivamente una malla inductiva.

21.- N,[Tp] es una malla: La unién de cualquier cadena contenida en N, [Tp]
estd en N, [Tp].

En efecto, los miembros de una cadena € contenida en N,[Ty], € C N, [Ty,
satisfacen la alternativa del sucesor: o estan todos contenidos en Ti, o al
menos uno de ellos contiene al sucesor de Ty. En ambos casos la union de la
cadena satisface igualmente la alternativa del sucesor y por lo tanto N,[7p]
es una malla.

La comprobacién de la inductividad es un punto delicado.

22.- N,[Tp)] es inductiva: El sucesor de un miembro de N, [Tp] estd en N, [To]

N e N,[To] = N* eN,[Th)

Detallemos la prueba. Partimos de la hipétesis N € N, [Tp], equivalente a la

alternativa
NCTy, VvV Ty CN

y queremos concluir que N € N,[Tp] lo cual, segtin definiciones, es lo mismo
que
NtCT, Vv T CN*

Veamos que cualquiera de las dos alternativas de la hipdtesis implica la de-
seada conclusion.

La primera alternativa es N C Tj y surgen entonces dos posibilidades:

a) s(N) € Ty, por lo que N* C Tj y se cumple la conclusion.

b) s(N) ¢ Ty con lo cual Nt = N U {s(N)} € Ty pero entonces por ser
Ty totalmente comparable tiene que cumplirse Ty € N = N U {s(N)} y
forzosamente debe ser Ty = N (porque estamos en la primera alternativa) lo
cual implica T;" = N* C N* y también se cumple la conclusion.

La segunda alternativa es T,” C N que inmediatamente implica T,” C NT y
22 queda probado, lo cual completa la demostracién de 18 y por lo tanto 17
es clerto.

Llegamos asi a la existencia de conjuntos estacionarios:
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23.- La unién de los miembros de la malla inductiva minimal
Nuax = J{N|N e N{0}]} = {z|IN e N[{0}] >z € N}

es un conjunto estacionario.

Este enunciado implica instantdneamente el siguiente corolario

24.- En la malla inductiva minimal siempre existe al menos un conjunto
estacionario.

La prueba de 23 consiste en hacer las siguientes observaciones, basadas en la
definicion de Ny, v en que N[{(}] es una malla, es una cadena y es inductiva:
(a) YN € N{0}], N € Niax
b) Nimax € N[{0}]
¢) Naax € N{0}]

(
(
(d> N+ - Nmax
(

max

e) N, mis C N

max

( ) max = Nmax

Los correspondientes razonamientos son: (a) por definicién de Ny (los
uniendos estédn contenidos en la unién). (b) porque Ny 4y s union de la cadena
N[{0}] (en 17 se prob6 que N[{0}] es una cadena), la cual es una subfamilia
de si misma, esto es, de la malla N[{0}]. (¢) por (b) y porque N[{0}] es in-
ductiva. (d) por (¢) y (a). (e) es obvio. (f) por (d) y (e). Queda probado que
Nnsx €S un conjunto estacionario.

El siguiente resultado permitira deducir el lema de Zorn a partir del axioma

de eleccion:

25.- Toda malla inductiva tiene miembros estacionarios:
Ne§ = INeN>SN' =N

Basta observar que si existe una malla inductiva entonces contiene a la malla
inductiva minimal la cual, de acuerdo a 24, posee un miembro estacionario.

8. LAS CADENAS DE UN PREORDEN

Sea X un conjunto que, al contrario de la hipdtesis en las secciones 3 a la
7, supondremos es preordenado (y no vacio). El preorden permite especificar
una coleccién muy particular de subconjuntos, a saber, la coleccién de los
subconjuntos que son cadenas.

Recordemos que una cadena en C' en el preorden X es un subconjunto sobre
el cual el preorden es total, por lo tanto C' C X es una cadena sic,d € C =
(ce<dvd <e).
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La clase de las cadenas en X se denotara X¢
Xe={C|C C X ACescadena} C X

El preorden entre los elementos de la cadena C' C X es el inducido por el
preorden de X. Por otra parte el orden entre las cadenas (las cuales son
elementos del conjunto ordenado X¢ C P(X)) es dado por la contencién
entre subconjuntos.

Puesto que los conjuntos {c} son cadenas, la coleccién X¢ es no vacia.

26.- La coleccion X¢ de las cadenas de un preorden X es una malla.

Para probar este enunciado debemos verificar que si € C X es una cadena
entonces la union C, = U{C'|C € C} estd en X¢. En efecto, si ¢, € C,
entonces existen C,C" € @ tales que ¢ € C'y ¢ € C'. Debido a que € es una
cadena se debe cumplir C' C €’ o bien ¢’ C C; en el primer caso ¢, € C' y
en el segundo ¢, ¢ € C. Tanto C' como C’ son cadenas por lo que en cualquier
caso ¢y ¢ son comparables y queda probado que C,, es una cadena, es decir,
C, es miembro de X¢.

9. PREORDEN INDUCTIVO

Un conjunto preordenado inductivamente o mas brevemente un preorden in-
ductivo es un conjunto X con una relacién de preorden respecto a la cual
todas las cadenas tienen cota superior

VC € X Jue X > (VeeC, c<u)

Denotemos por U(C) el conjunto de las cotas superiores de la cadena C
UC)={ue X |VeeC, c<u}

entonces

27.- Un conjunto preordenado X es inductivo si y solo si el conjunto de las
cotas superiores de cualquier cadena es no vacio.

VC € Xg, U(C) 40

O sea

28.- Un conjunto preordenado X es inductivo si y solo si la familia indiciada
{U(C)}oexe de los conjuntos de cotas superiores de cadenas estd formada
por conjuntos no vacios.

La nocién de preorden inductivo se establece a partir de una relaciéon de preorden <. Por
otra parte la definicién de conjunto s-inductivo requiere la existencia previa de un selector
s : 8§ — X. El contexto y la redaccién suelen ser suficientes para evitar confusiones y
disipar posibles ambigiiedades.



Crespin: Azioma de Eleccién y Lema de Zorn 17

10. SELECTOR PARA CADENAS DE UN PREORDEN INDUCTIVO

En esta secciéon X es un preorden inductivo y X¢ es la malla de las cadenas
en X. Hacemos ahora una primera invocacién al axioma de eleccion para
la prueba del Lema de Zorn: Lo aplicamos a la familia de las cadenas para
inferir la existencia de un selector sg.

29.- Supongamos cierto el axioma de eleccién y sea X un preorden inductivo.
Existe un selector sy : X¢ — X que a cada cadena C' C X asigna una cota
superior sy (C) € U(C) C X; la malla X¢ es sy-inductiva.

La existencia del selector sy es simplemente 5 aplicado a la coleccién de
conjuntos {U(C)}cex, (no vacios de acuerdo con 28). La inductividad de
Xc respecto a sy es consecuencia de 3. Esta propiedad, la sy-inductividad
de X, es un resultado esencial.

La funcién sy obtenida en 29 es un selector de cotas.

Puesto que la malla X¢ es sp-inductiva queda establecido que X ¢ contiene
un conjunto estacionario, esto es, hay una cadena C' € X¢ tal que sy (C) € C.
Pero esto no basta para el Lema de Zorn.

Definamos V(C') como el conjunto de los elementos que siguen a la cota
superior sy (C') y no la preceden

V(C)={veX|uc<var(v<sy(O))}

Los elementos de V(C') son sobrecotas (respecto a la cota sy(C)) de C. La
definicion de las sobrecotas requiere la existencia previa del selector de cotas
Sy, que se obtuvo, repetimos una vez mas, mediante el axioma de eleccién.

Si un elemento de X no precede a la cota superior sy (C') entonces no puede
pertenecer a C, luego

30.- Ninguna sobrecota pertenece a la cadena

VO € Xo, CNV(C) =0

Y como un elemento es maximal cuando no hay otros que lo sigan, salvo si
también lo preceden, se tiene

31.- El conjunto del las sobrecotas es vacio si y solo si la correspondiente
cota seleccionada es maximal

V(C) =0 < sy(C) es maximal en X

Hacemos ahora una segunda invocacion al axioma de eleccién, similar a 29.



Crespin: Azioma de Eleccién y Lema de Zorn 18

32.- Supongamos cierto el axioma de eleccién. Si X es un orden inductivo
con selector de cotas sy : X¢ — X y para toda cadena C' C X se cumple
V(C) # 0 entonces hay un selector sy : X¢ — X que para cada cadena
C € Xc selecciona una sobrecota sy (C) € V(C) C X; la malla X¢ es
sy-inductiva.

La prueba es como en 29 pero utilizando ahora la coleccién de partes no
vacias {V(C)}cex. . La funcién sy es un selector de sobrecotas que pesrmite
dar el paso final de la prueba del lema de Zorn.

La primera invocacién del axioma de eleccién proporcioné un selector de cotas, y la con-
vierte (a la malla de cadenas) en una malla inductiva. La segunda invocacién, posible
si suponemos que ninguna de las cotas previamente elegidas es maximal, permite selec-
cionar para cada cadena una sobrecota posiblemente mayor que la cota, y X¢ resulta
sy-inductiva. Como veremos de inmediato, las sobrecotas no pueden existir para todos los

miembros de una malla inductiva.

11. EL LEMA DE ZORN ES CONSECUENCIA DEL AXIOMA DE ELECCION

Estamos en condiciones de completar la demostracion del

33.- Lema de Zorn: Si se acepta el axioma de eleccién entonces todo orden
inductivo tiene al menos un elemento maximal.

La prueba es por reduccién al absurdo. Supéngase que no hay elementos ma-
ximales. Entonces segun los resultados de la seccion anterior hay un selector
de sobrecotas sy : X¢ — X y la malla X¢ es sy-inductiva. Segun 25 hay
un conjunto sy-estacionario Cy, es decir, sy (Cy) € Cy. Pero por construccion
sy (Co) € V(Cy), lo cual contradice 30.

Por cuanto suponer que no hay en X elementos maximales conduce a una
contradiccién, inferimos que para algin Cy € X debe cumplirse V(Cp) = ()
y entonces sy (Cp) es elemento maximal. Queda demostrado que el axioma
de eleccién (invocandolo dos veces y utilizando reduccion al absurdo) implica
el lema de Zorn.

12. FUNCIONES DE ELECCION PARCIALMENTE DEFINIDAS

Sea {X;};cr una coleccién de conjuntos no vacios y considere su unién X =
S

Uier Xi- Dado J C I una funcion de eleccion sobre J o funcion de eleccion

parcialmente definida es una funcién de eleccién para la subcoleccion { X }ie s,

esto es, una funcién
ej:J =X

tal que Vj € J, e;(j) € Xj.
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Consideremos pares (J,e;) tales que J € P(I) y ey : J — X es una funcién
de eleccion sobre J. El conjunto de estos pares sera denotado &.

Definamos en € la siguiente relacién: (J,e;) < (K,ex) si J C K y si ex es
una extension de ey, es decir, si ex|J = e;. Obviamente < es un orden en &.
34.- Toda cadena en € tiene cota superior.

En efecto, si € C € es una cadena sea

Je=U{J|(J.es) € €}

y defina ee : Je — X como

ee(j) = es(j)

donde (J,ey) € C es tal que j € J; el valor ee(j) es independiente de (J, ey)
(porque € es una cadena) y en consecuencia ee estd bien definida. Obviamente
(Je, ee) es cota superior de C.

Si (J,es) un elemento de € y si ig es un indice que no pertenece a J, ig € [ —J,
entonces es posible tomar un elemento cualquiera x;, € X;, # () y extender
es a una funcién de eleccién e¥ sobre J* = J U {ig} definiendo €7 (ig) = x;,.
Es inmediato comprobar que (J,e;) < (JT,ef) y que ~((J*,el) < (J,ey)),
luego

35.- El par (J,ey) es elemento maximal de € si y solo si J = I (y entonces
e;j=er: 1 — X = X; es una funcién de eleccién sobre I).

13. EL AXIOMA DE ELECCION ES CONSECUENCIA DEL LEMA DE ZORN

Enunciemos nuevamente el Lema de Zorn:

Todo orden inductivo tiene al menos un elemento maximal

36.- Supongamos cierto el Lema de Zorn. Sea {X;};c; una coleccién de con-
juntos no vacios, entonces existe al menos una funcion de eleccion

e: ] > J{X;|iel}, e(i)eX; Viel

En efecto, segin la definicién de € en la seccién anterior y la subsiguiente
discusion, toda cadena en € tiene cota superior. Por el lema de Zorn, € tiene
entonces algin elemento maximal (e, I), el cual proporciona, segin 35, la
deseada funcion de elecciéon e =e;: [ — X = U7 Xi.

Tal como el venerable axioma de las paralelas (Postulado V de los Elementos de Geometria

de Euclides), el enunciado del axioma de eleccién es de inmediata comprensién y parece
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obvio. Sin embargo tiene como consecuencia, entre otras cosas, que el conjunto de los
nimeros reales admite un buen orden (vea la definicién en cualquiera de los textos de
referencia). Este tipo de orden en R nunca ha sido definido explicitamente y enfrenté —tal
vez aun enfrenta— dudas y oposicién. El rechazo contra el axioma de eleccién se debe mas
a sus consecuencias que al axioma mismo.

A lo largo de los anos se ha logrado probar que el axioma de eleccién es independiente de
los otros axiomas —mucho menos controvertidos— de la teoria de conjuntos. Esto significa

no es posible demostrar (a partir de los otros postulados) ni el axioma ni su negacién.
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